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RESUMEN

La computacion cientifica se ha convertido en una de las principales herramientas para
el desarrollo de la ciencia actual, convirtiéndose en una necesidad su aprendizaje y
utilizacion. A pesar de esto, no todos los cientificos son expertos programadores y sus
investigaciones puede verse afectadas por esta limitante computacional. En este
escenario, Python aparece como un lenguaje de programaciéon de alto rendimiento,
versatil, “open source” y de facil aprendizaje y uso. El objetivo de este estudio es mostrar
el uso de Python para el desarrollo de un cddigo que permita el calculo del componente
toroidal del flujo de un fluido incompresible en coordenadas esféricas. Para esto se
usaron librerias de Python especializadas en la solucion de sistemas lineares en 2D,
logrando un cdédigo simple y elegante que consigue hacer los célculos necesarios con
un nivel de error casi insignificante en un tiempo de procesamiento muy corto. Por su
simplicidad, esta codificacién puede ser bastante Util para procesos complejos como

dinamos planetarios o flujos de aire en la atmdsfera.

Palabras clave: computacion cientifica, programacion, Python, descomposicion

Poloidal-Toroidal, dindmica de fluidos.
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ABSTRACT

Scientific Computing has become one of the most important tools for the development
of the present-day science. Learning it and Using it is now a necessity for the scientists.
Nevertheless, not all the scientists are specialized programmers and their works may be
affected because this limitation. In this scenario, Python appears as a high-performance
programming language, versatile, open source, easy to learn and use. The main
objective of this study is to show the capability of Python into the development of a code
that allows to calculate the toroidal component of the flow of an incompressible fluid in
spherical coordinates. Several Python packages specialized in the solution of 2D linear
systems were used to achieve a simple but elegant code able to do the necessary
calculations with an insignificant numeric error level in a short processing time. By its
simplicity, this way to code could be very useful in the analysis of complex process like

planetary dynamos or atmospheric air flows.

Keywords: scientific computing, Python, Poloidal-Toroidal decomposition, fluid

dynamics, programming

INTRODUCCION

Tradicionalmente se considera que el proceso de desarrollo cientifico se divide en dos
aproximaciones, una tedrica y una experimental, que en conjunto establece las bases
del conocimiento permitiendo consolidar los nuevos descubrimientos y trazando los
caminos que la ciencia debe seguir en el futuro. Durante las Gltimas décadas, los
avances en la tecnologia y la investigacion han venido ofreciendo grandes cantidades
de datos, de forma tal que fue necesario el uso de herramientas computacionales para
su procesamiento, haciendo de la computacion una parte fundamental de la ciencia.
Actualmente, el trabajo computacional es un complemento importante tanto para los
experimentos como para la teoria y una considerable cantidad de articulos involucran

célculos numéricos, simulaciones y modelos computacionales (Weiss 2017).

Ya en los afios 80, la computacién cientifica empieza a popularizarse en areas como las
ciencias exactas y humanas, en el arte con problemas cada vez méas complejos que van
desde la comprension del planeta en el que vivimos, el comportamiento de la poblacion,

simulaciones de mercados, codificacion del genoma, teoria del color y del sonido, etc.
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Esta variedad de temas y formas de abordar las investigaciones mostraron que la
computacion cientifica no puede mas ser solo una computacién numérica, es necesario
gue esta sea versatil: debe poder lidiar con grandes conjuntos de datos, ofrecer
estructuras de datos mucho mas ricas que solo niumeros, interactuar con bases de datos
y aplicaciones web, manejar datos en varios formatos, permitir trabajo colaborativo en

grupos y que tenga una documentacién sencilla (Perez et al., 2011).

A pesar de todas estas ventajas, una de las mayores limitantes en el uso de la
computacion cientifica por parte de los cientificos es que ellos no tienen el tiempo
suficiente para aprender complejos lenguajes de programacién o intrincadas
herramientas computacionales para el desarrollo de su trabajo. Fortran y C++ fueron los
lenguajes por excelencia por muchos afos debido a la rapidez en el procesamiento de
datos, pero con el paso de los afos, el tiempo que dedica a la programacion se volvié
cada vez mas valioso que el tiempo de cémputo haciendo necesario desarrollar nuevos
lenguajes que fueran mas faciles de aprender y usar. En este contexto aparecen
herramientas como MATLAB, IDL, Mathematica y Maple, que permiten interactuar-
explorar-visualizar los procesos en un marco de programacion-compilacion-ejecucion
(Perez et al., 2011).

Por otro lado, una de las caracteristicas fundamentales de la ciencia, principalmente en
la ciencia experimental, es que tanto los métodos usados como los resultados obtenidos
estén sujetos a ser replicados y reproducidos. Es esta la garantia de que los resultados
obtenidos son relevantes para su campo de estudio y que estudios derivados de estos
pueden ser desarrollados por otros equipos en diferentes partes del mundo. La ciencia
computacional no esta fuera de esta maxima, y prestigiosas revistas, ya exigen a los

autores proveer acceso a los cédigos fuente de sus investigaciones (Peng, 2011).

En este contexto aparece Python, un lenguaje de programacion de alto nivel que ofrece
un balance entre simplicidad y flexibilidad sin sacrificar rendimiento (Oliphant, 2007).
Python se considera un lenguaje de programacién interprete (capaz de analizar y
ejecuta otros programas), que permite al usuario elegir entre programacion orientada a
objetos, programacién imperativa y programacion funcional y multiplataformas. Python
puede considerarse un “ecosistema computacional” que puede suplir todas las
necesidades de la ciencia moderna. Este lenguaje es facil de aprender y usar por
mantener una sintaxis intuitiva que permite al investigador expresar, explorar y visualizar

sus ideas a través de diferentes interfaces que se van ajustando a su trabajo.

ISSN: 1390-9320, Vol. 6, No. 3, junio 2019



Revista Cientifica ECOCIENCIA

Python también ha sido ampliamente utilizado en ciencias de la Tierra (Saenz et al.,
2002) a través del desarrollo de librerias, coédigos, aplicaciones en areas como
sismologia (Wassermann et al.,, 2013), métodos electromagnéticos (Werthmiiller, D.
2017), magnetotellrica (Krieger & Peacock, 2014), gravimetria (Hector & Hinderer,
2016) procesamiento y organizacion de datos geofisicos (Uieda, 2018) y modelado e
inversion (Uieda et al., 2014; Ricker et al., 2017) de estos datos, entre otras. En el area
de magnetohidrodinamica existen librerias como Spacepy-A (Morley at al., 2010) que
permiten la solucién de las ecuaciones de Maxwell para diferentes escenarios dinamicos

espaciales.

Teniendo en cuenta todas las facilidades que Python ofrece, el presente estudio
explorara las capacidades que este lenguaje de programacién ofrece para el desarrollo
de cédigos relacionados con la descomposicion poloidal-toroidal de un campo vectorial,
herramienta muy util en magnetohidrodindmica y mecanica de fluidos para analizar
fendmenos como campos magnéticos o flujos de fluidos incompresibles en geometrias
esféricas. Este articulo se presenta de la siguiente forma: en la seccion 2 se hara una
revision tedrica donde se expondran algunos de los conceptos y significado fisico del
fendmeno a estudiar, asi como las herramientas de Python que seran usadas. En la
seccion 3 se describird la metodologia a usarse, las caracteristicas de los datos y
modelos y el procedimiento a seguir. Finalmente, en las secciones 4 y 5 se mostraran

los resultados y las conclusiones a las que se llega a partir de ellos, respectivamente.

REVISION TEORICA
Descomposiciéon Poloidal-Toroidal

La descomposicién poloidal-toroidal es una forma restringida de la descomposicion de
Helmholtz generalmente usada en el analisis en coordenadas esféricas de campos
vectoriales solenoidales, i.e. campos magnéticos y fluidos incompresibles
(Chandrasekhar, 1961). En mecanica de fluidos y en magnetohidrodinamica es muy (util
descomponer de esta manera un campo vectorial ya que el componente poloidal
contiene toda la parte radial del campo, mientras que en el componente toroidal se

encuentra toda su corriente radial (Gubbins & Roberts, 1987).

En el caso de flujo de metal liquido en la superficie del nicleo de la Tierra, este puede
considerarse como el flujo de un fluido incompresible i en la superficie de un cascarén

esférico de radio R (radio del nucleo de la Tierra), entonces el campo vectorial de su
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velocidad tangencial (flujo en 2 dimensiones sobre la superficie de la esfera) i, puede
expresarse en términos de los potenciales ¥ y ® que representan sus componentes
toroidal y poloidal, respectivamente:

ﬁh=V><‘Pf+VhCD (1)
donde 7 es el vector unitario en la direccién radial y V=V — % :

El flujo toroidal es no-divergente, de forma que su potencial se representa por una
funciébn de corriente (streamfunction), mientras que el flujo poloidal se origina en

procesos de entrada y salida de fluido (Ver Figura 1).

Figura 1: Diagrama que describe los componentes poloidal (flecha roja) y toroidal (flecha
azul) de un flujo. El componente poloidal se desplaza en la direccion latitudinal entrando
y saliendo de la superficie, mientras que el toroidal se desplaza en la direccion

longitudinal siempre constante (fuente: Wikipedia).

Vorticidad

La vorticidad es una magnitud fisica que cuantifica la rotacion de un fluido.
Matematicamente, la vorticidad puede definirse como el rotacional de un campo de

velocidades:
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w=VX1ud 2

La vorticidad de un flujo bidimensional es siempre perpendicular al plano del flujo y
puede considerarse como una cantidad escalar. Adicionalmente, la funcién de corriente
puede ser expresada en términos de la vorticidad usando la siguiente ecuacién de

Poisson:
VY = w, 3)

donde V? es el componente horizontal del operador laplaciano y w, = Vj X i,

denominada vorticidad radial. En coordenadas esféricas la ecuacion (3) seria:

a . oy 1 FEAYY
(sino55) + = & @)

r2sin6 90 r25sin20 0¢2

2.1.2. Solucién a la ecuaciéon de Poisson

La ecuacion de Poisson es una ecuacion diferencial parcial eliptica que aparece como
una generalizacion de la ecuacién de Laplace con multiples usos en problemas de

ingenieria, fisica tedrica, ciencias de la Tierra y espaciales.

No es posible obtener una solucién exacta de la ecuacion (4), por eso es necesario usar
un método numérico que permita el calculo de la mejor aproximacion a su solucion. Para
este caso se utiliza el método de diferencias finitas FDM (Morton & Myers, 2005), que
ofrece expresiones para el calculo numérico de las derivadas espaciales de la funcion
de corriente. Considerando que la derivada numérica de una funcion puede ser

calculada por:
=1 ()1 (31
fre)=fla+sh)=f(x-3
y la segunda derivada

S+ =2f(x) +f(x—h)
~ =

)

donde h es el espaciado entre los puntos de la funcién. Usando el FDM, la ecuacién (4)

puede ser escrita como:
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U(i+1,7) — 20, ) + ¥(i— 1, 5) 1 Wi+ 1,7)—U(i—1,7)
A? " tanf(i, ) 2A
I Wi+ 1) — 20(i, j) + W(ij— 1)

sin” 0(i, 7) A?

R*w, (i, 7)

La descripcibn matematica de esta seccion puede ser revisada en Pefia (2017, p 85),

llegando hasta el sistema lineal que puede ser expresado de forma matricial como:
W=a (5)

donde 4, también llamada matriz sensibilidad, es una matriz cuadrada gue almacena
las caracteristicas propias del sistema; 1, @ son vectores que representan la funcion de
corriente ¥ y la vorticidad radial R?w, en todos los puntos de la superficie esférica.

Finalmente, la solucion del sistema linear se calcula de la siguiente forma:

Y=A"w (6)

Libreria CVOXPT

Python ofrece una variedad casi ilimitada de librerias para la computacion cientifica que
facilita los procesos de una forma sencilla y elegante. Una de estas librerias es la
CVOXPT, que se define como una libreria software libre de optimizacién convexa
(busqueda de la mejor solucion por medio de funciones convexas) basada en Python
gue funciona como una excelente herramienta de modelado para problemas de

optimizacion de grandes cantidades de datos con geometrias definidas.

Su caracteristica mas destacable es la posibilidad de organizar los grupos de datos en
dos objetos matriciales: matrices densas y matrices dispersas. Estos objetos ocupan
una menor cantidad de memoria comparados con otros en Python, permitiendo realizar

célculos mas complejos con un menor gasto computacional.
La libreria CVXOPT se organiza en los siguientes moédulos:

e cvxopt.blas: Interfaz para calculo de doble-precision real y complejo basado en
BLAS (The BLAS Interface).
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e cvxopt.lapack: Interfaz para calculo de doble-precisién real y complejo de
ecuaciones lineales y rutinas de eigenvalores basados en LAPACK (The
LAPACK Interface).

e cvxopt.fftw: Una interfaz opcional para rutinas de transformada discreta
basadas en FFTW (Discrete Transforms).

e cvxopt.amd: Interfaz de rutinas de aproximacion de minimo grado basado en
AMD (Matrix Orderings).

e cvxopt.umfpack: Interfaz para soluciones de Sistemas Lineales dispersos
(General Linear Equations).

e cvxopt.cholmod: Interfaz para soluciones de sistemas dispersos Cholesky
basado en CHOLMOD (Positive Definite Linear Equations).

e cvxopt.solvers: Rutinas de optimizacion convexa e interfaces opcionales para
soluciones basadas en GLPK, MOSEK y DSDP5 (Cone Programming and
Nonlinear Convex Optimization).

e cvxopt.modeling: Rutinas para especificar y resolver programas lineales y
problemas de optimizacién convexa con diagramas lineales de costo y funciones

de frontera (Modeling).

MATERIALES Y METODOS

Con la finalidad de mostrar la eficiencia del uso de Python como lenguaje de alto nivel
para la soluciébn numérica de la ecuacion de Poisson definida en la ecuacion (4) y la
posterior obtencion del componente toroidal del flujo de un fluido incompresible en una
superficie esférica, el presente estudio siguié la siguiente metodologia: elegir la mejor
interfaz para las caracteristicas del problema, desarrollar el codigo que obtenga la

solucion numérica y finalmente, medir la eficiencia de la solucidon en modelos sintéticos.

Médulo umfpack

El mdédulo escogido para la soluciéon numérica de la ecuacién (6) fue el médulo umfpack
que permite resolver sistemas lineales dispersos de la forma X = A™1B a través de la
funcién linsolve. La matriz sensibilidad A puede ser modificada para minimizar el efecto
de los bordes latitudinales y longitudinales propio de problemas con geometria esférica.

Para los bordes latitudinales se calcul6 el valor de lo que vendria ser los polos usando
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el promedio de los puntos vecinos. Para los bordes longitudinales se usé una

aproximacion ciclica.

Modelos sintéticos

Una forma bastante Gtil de medir la eficiencia de un codigo es usando modelos sintéticos
de funcién de corriente, de forma que sea posible obtener una expresion exacta y su
aproximacion y hacer una comparacion punto a punto, determinando asi, el error

vinculado.
Para este estudio fueron usadas 2 configuraciones de modelos sintéticos:

e Psi 1:¥=sinfcos¢
e Psi_2:¥ =sin6 cosfcos ¢ + sin? O cos 6 cos 2¢

donde 6 y ¢ representan co-latitud y longitud, respectivamente. Los puntos en la
superficie de la esfera se toman en un arreglo de 1°x1° que vade 0° < 6 < 180°y 0° <
¢ < 360°.

Estos modelos representan caracteristicas dinamicas diferentes que permiten hacer una
evaluacion profunda de las soluciones. Los mapas correspondientes a estos modelos

pueden apreciarse en la parte izquierda de la Figura 2.

Procedimiento
Inicialmente se calcula la funcion de corriente ¥y de la siguiente forma:

1. A partir del modelo sintético se calcula la vorticidad radial usando la ecuacion
3).

2. Lavorticidad radial se convierte en el input del codigo para obtener una solucién
numeérica a la ecuacion (4) ¥.

3. Se compara el ¥, con el ¥ original y se calcula el error de aproximacion.
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Figura 2: Mapas globales de las funciones de corriente sintética Psi_1 (arriba) y Psi_2

(abajo). A la izquierda se encuentra el modelo original y a la derecha el calculado
numéricamente usando el cédigo desarrollado en este estudio. Los mapas fueron
realizados para este estudio usando la libreria matplotlib.basemap. Los continentes son

graficados como referencia.

RESULTADOS

Para obtener el componente toroidal del flujo de un fluido incompresible es necesario
resolver numéricamente el problema descrito por la ecuacion de Poisson definida en la
ecuacion (4) en coordenadas esféricas. Una vez definidas las caracteristicas del
problema se procede a disefar el cddigo usando las librerias de Python previamente
descritas en este estudio para resolver el sistema lineal (6) a través de una optimizacion
convexa. El cédigo se muestra en la Figura 3 y puede ser encontrado en el repositorio
de Github en https://github.com/diegupena/cajitafeliz/blob/master/Streamfunction.ipynb .
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In {1]: | import numpy as np
| fron numpy inport *
| from cvxapt isport matrix, sprateix, unfpack, nul, sqrt, div
| from scipy.stats.stats import pearsonr

In {2]): TR = 34B85e+d # Earth’s core rodius

& FMD step
h = deg2rad(l) ¢ &n radions

¥ Coordinates

Theta,Phi = linspace(h,pi-n,179), linspace(@,2%pi, 161)

N,M = len(Theta),len(Phi)

Ph,Th = np.mashgrid(Phi, Theta) ¥ Ph,Th Lon-Lat Grid [N,M]
& Sin,Ces,Tan

sth,cth,tth = =in(Th),ces(Th),tan(Th)

In [3]): jﬂ -------------------- ]
| & Sensivity Matrix A X
|

& Equaticn factors

a = (-2/h**2)*(1+(sth)**-2)
b= 1/h**2)=(2*h*LLh)**-1
€= ( 1/h**2)-(2*h*tth)*+-1
[d = ( 1/n**22)=(sth)**-2

|P = { 2/h*+2)

| ¥b{N-1],c{8] = 8,8
|pfe],b[N-1) = P2
lcf@],c[N-1] = e,P

av = natrix{a,(1,N*'M))

| by = nateix(b,(1,N*M))

| €v = matrix(c,(1,N*M))

| dv = matrix(d,{1,N*M))

& A Motrix

{MD = spmatrix(av, range(N*M), range(N*M) )
|B = spmatrix(bv[8:N*M-1], range(N*M-1), range(1,N*M), (N*M,N*M))
'C = spratrix(cv[1:N*M], range{1, N*M}, range(N*M-1), (N*M,N*M))
| DU = spratrix(dv[@:N*M-(N)], range(N*M-N}, range{N,N*M), (N*M, N*M))
{EU = spratrix(dv[@:N], ranga(N), range(N*M-2*N_N*M-N), (N*M,N*M))
| ED = spratrix(dv[N:N*M], range(N,N M), range(N*M-N), (N*M,N*M))
{CO = spratrix(dv[N*M-N:N*M], range(N*M-N,N*M), range(N,2*N), (N*M,N*M))

A = MD-B+{+DU<DD+LU+ED

In [4]:  #e-mmemnmenn F]
| # Inversion &
P e e e ¥
W = (2/R**2)%cth ¥ Rodial vorticity

[V = mateix(((-R**2)*Wr), (N*M,1))
& Linear Systew Solver
umfpack.linsolve(A,V) ¥ Pst = A*-14V

| ¥ = mateix(V,(N,M)) ¥ numericol solution for Pst
| Sprint Y

Figura 3: Codigo para la obtencion del componente toroidal del flujo de un fluido

incompresible en coordenadas esféricas.

El codigo define una malla de 181x361 puntos sobre una superficie esférica. Siguiendo
el procedimiento descrito en la seccion 3.3 se calculan las aproximaciones de las
funciones de corriente sintéticas. El codigo desarrollado resuelve un sistema lineal de
64.800 ecuaciones por el mismo namero de incdgnitas en un tiempo de procesamiento
de menos de 0.1 s y con un error numérico de aproximacién encontrado entre la ¥
original y la ¥r menor 0.008%. El codigo consigue reproducir tanto la amplitud como las
caracteristicas estructurales de los modelos sintéticos sin importar el tipo de funcion que
se use (compare en Figura 2: Psi_1 y Psi_2). Los mapas de los modelos sintéticos se

muestran en la parte derecha de la Figura 2.
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CONCLUSIONES

El papel que juega la computacidn cientifica en el desarrollo de la ciencia ha sido mas
gue probado en las ultimas décadas, llegando a ser parte importante de estudios de las
mas diversas naturalezas. Dentro de este contexto Python, como lenguaje de
programacion de ultima generacién, ha mostrado ser una herramienta util y versatil para
el disefio, ejecucion, evaluacion de proyectos cientificos debido a su caracteristica
esencial: Intuitivo sin perder su alto rendimiento. Python es sencillo de aprender y usar
ofreciendo una sintaxis natural que permite a los investigadores, que no son
programadores especializados, expresar y explorar sus ideas de forma més directa que

con otros lenguajes tradicionales (Lin, 2012).

En este caso de estudio fue usado Python para desarrollar un cédigo que permita el
célculo del componente toroidal de un campo vectorial. En d&reas como mecéanica de
fluidos y magnetohidrodinamica, la descomposicién poloidal-toroidal de un campo
resulta una herramienta bastante eficaz para el analisis de sistemas complejos. El
codigo desarrollado consiguié calcular numéricamente la solucién al sistema lineal
definido por una ecuacion de Poisson a través de un proceso de optimizacion convexa
con un nivel de error numérico de 0.008% y en un tiempo de procesamiento de casi
0.1s. Teniendo en cuenta el tamafio del problema (un sistema de 64.800 ecuaciones e
incognitas) se puede concluir que este cddigo ofrece una solucién excelente y rapida,
probando la eficiencia de la programacién en Python en la resolucién de este tipo de

problemas.

Soluciones a este tipo de procesos (descomposicién poloidal-toroidal) mediante una
programacion sencilla e intuitiva como la que Python ofrece, pueden convertirse en
catapultas para estudios mas complejos en Fisica. Actualmente, este tipo de
descomposicidn se usa para modelar campos magnéticos planetarios (Pefia et al., 2016;
2018) y estelares (Lehmann et al., 2017), mecanismo de dinamos planetarios, flujos de
plasma en estrellas (Hole & Appel, 2007), flujos de aire en la atmosfera terrestre (Shikuo

& Shida, 1997), entre otras aplicaciones.
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